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Sazˇetak
U ovom radu analiziran je DC - elektronski transport kroz vodljivu karbonsku na-
nocjevcˇicu u vanjskom magnetskom polju koja je ucˇvrsˇc´ena izmedu nemagnetskog i
magnetskog mikrokontakta na koje je doveden prednapon. Karbonska nanocjevcˇica
promatrana je kao kvantna tocˇka unutar rezˇima kulonske blokade u kojoj su elek-
tronska stanja Zeemanski rascijepljena i dovoljno razmaknuta obzirom na termalnu
”razmazanost” Fermijeve plohe pa je svako Zeemanski rascijepljeno stanje ponaosob
smatrano odgovornim za elektronski transport. Magnetomotorno vezanje izmedu
elektricˇne struje kroz karbonsku nanocjevcˇicu i njenih mehanicˇkih vibracija mozˇe
rezultirati elektromehanicˇkom nestabilnosˇc´u i samoekscitiranim oscilacijama. S ob-
zirom na to, u ovom radu dan je klasicˇni teorijski opis elektromehanicˇke nestabilnosti
u navedenom nanoelektromehanicˇkom sustavu u podrucˇju dozvoljenih fizikalnih pa-
rametara pri cˇemu je elektromehanicˇka nestabilnost odredena nastankom samoek-
scitiranih oscilacija mehanicˇkih i elektricˇnih obzervabli koje uocˇavamo kao gubitak
stabilnosti stacionarne fiksne tocˇke i nastanak granicˇnog kola u faznom prostoru os-
cilatora.
Kljucˇne rijecˇi: nanoelektromehanicˇki sustav, karbonska nanocjevcˇica, elektromehanicˇka
nestabilnost, samoekscitirane oscilacije
Electromechanical instability in
nanoelectromechanical systems
Abstract
In this thesis we analyze DC - electronic transport through a carbon nanotube suspen-
ded between normal - metal source and spin - polarized drain in external magnetic
field symmetrically biased. The carbon nanotube is considered as a quantum dot
within Coulomb blockade regime in which electronic states are Zeeman - split and
distant enough with respect to the thermal smearing of the Fermi surface so that each
of the Zeeman - split states is responsible for electronic transport. Magnetomotive
coupling between electric current through the carbon nanotube and its mechanical
vibrations may lead to an electromechanical instability and self - excited mechanical
vibrations. This thesis contains a classical theoretical description of electromechani-
cal instability in the nanoelectromechanical system in the field of allowed physical
parameters. Electromechanical instability is determined by occurrence of the self -
excited mechanical vibrations that we notice as loss of stability of stationary fixed
point and occurrence of a limit cycle in a phase space of an oscillator.
Keywords: nanoelectromechanical system, carbon nanotube, electromechanical ins-
tability, self - excited vibrations
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1 Uvod
Fizika nanoelektromehanicˇkih sustava predstavlja vazˇan predmet istrazˇivanja u po-
drucˇju nanotehnologija i nanofizike kroz zadnje desetljec´e. Nanoelektromehanicˇki
sustavi (NEMS) obuhvac´aju mehanicˇke elemente velicˇina izmedu 1 i 100 nm koji
pretvaraju elektricˇnu struju u mehanicˇko gibanje na nanometarskoj skali te ih se
smatra sljedbenicima mikroelektromehanicˇkih sustava (MEMS) [1]. U odnosu na
mikroelektromehanicˇke uredaje koji rade na mikrometarskoj skali i mogu se takoder
nac´i u komercijalnoj upotrebi, nanoelekromehanicˇki sustavi zbog manjih velicˇina i
viˇsih vlastitih frekvencija imaju bolje performanse. Smanjivanjem njihove velicˇine,
u nanoelektromehanicˇkim sustavima dolazi do smanjivanja mase i termalnog kapa-
citeta, dok s druge strane dolazi do povec´anja vlastitih frekvencija i faktora dobrote
(Q) [2]. U pocˇetku su istrazˇivanja nanoelektromehanicˇkih sustava provodena na
uredajima za koje se koristila silicijska tehnologija, no danas karbonske nanocjevcˇice
(CNT) predstavljaju zanimljivu alternativu s obzirom na posebna mehanicˇka svojstva
koja imaju [1].
Kljucˇna tocˇka koja definira nanoelektromehanicˇke sustave je magnetomotorno veza-
nje izmedu mehanicˇkih i elektronicˇkih stupnjeva slobode koje se ostvaruje magnet-
skim poljem. Magnetomotorno vezanje oslanja se na slobodne elektrone u smislu
da struja slobodnih elektrona inducira Lorentzovu silu na vodicˇu, dok gibanje samog
vodicˇa inducira elektromotornu silu na slobodnim elektronima [4]. S druge strane,
elektronski spin je stupanj slobode koji mozˇe utjecati na elektronski transport te tako
i na elektromehanicˇka svojstva uredaja, a poznato je da Zeemanski rascijep energet-
skih stanja elektrona utjecˇe na tunelirajuc´u struju s obzirom da ucˇestalost tuneliranja
tada ovisi o spinu. Osim toga, redukcijom dimenzija sustava do nanometarske skale
mezoskopske pojave dovode do izrazˇene nelinearne strujno - naponske karakteris-
tike.
U ovom diplomskom radu promatramo nanoelektromehanicˇki sustav koji cˇini kar-
bonska nanocjevcˇica u vanjskom magnetskom polju ucˇvrsˇc´ena izmedu dva mikro-
kontakta na koja je doveden prednapon. Cilj je dati klasicˇni teorijski opis elektrome-
hanicˇke nestabilnosti u navedenom nanoelektromehanicˇkom sustavu u podrucˇju do-
zvoljenih fizikalnih parametara. Pritom je elektromehanicˇka nestabilnost odredena
nastankom samoekscitiranih oscilacija mehanicˇkih i elektricˇnih obzervabli koje uocˇavamo
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kao gubitak stabilnosti stacionarne fiksne tocˇke i nastanak granicˇnog kola u faznom
prostoru oscilatora.
2 Karbonske nanocjevcˇice
Karbonske nanocjevcˇice (CNT) otkrivene su 1991. te je zbog njihovih posebnih svoj-
stava otkric´e istih otvorilo vrata novim istrazˇivanjima na podrucˇju fizike, kemije i zna-
nosti o materijalima. Kao posljedica njihove strukture te malih dimenzija, karbonske
nanocjevcˇice karakterizira niz jedinstvenih elektricˇnih, termalnih i mehanicˇkih svoj-
stava.
2.1 Struktura i vrste karbonskih nanocjevcˇica
Jedan od najpoznatijih karbonskih nanomaterijala je grafen koji je poznat kao 2D
monoatomni sloj grafita. sp2 veze u grafenu snazˇnije su od sp3 veza u dijamantu sˇto
grafen cˇini strukturno najsnazˇnijim materijalom [5]. Strukturu resˇetke grafena ka-
rakterizira heksagonski raspored ugljikovih atoma. U grafenu su tri atomske orbitale
ugljikovog atoma, 2s, 2px i 2py, hibridizirane u tri sp2 orbitale. Te sp2 orbitale su u
istoj ravnini, dok je preostala 2py okomita na ostale orbitale. sp2 hibridizirane orbi-
tale formiraju σ veze izmedu susjednih ugljikovih atoma, a 2py orbitale formiraju pi
veze izvan ravnine grafena. Karbonske nanocjevcˇice dobivene su rolanjem sloja gra-
fena u cilindar. Kao sˇto im samo ime govori, dijametar nanocjevcˇica je reda velicˇine
nekoliko nanometara, dok s druge strane mogu biti duljine i do nekoliko cm. Kar-
bonske nanocjevcˇice su sto puta snazˇnije od cˇelika te provode toplinu i struju bolje
od bakra. Mehanicˇka i elektronicˇka svojstva nanocjevcˇica posljedica su njihove kvazi-
jednodimenzionalne strukture i rasporeda ugljikovih atoma. Takoder, imaju metalna
ili poluvodicˇka obiljezˇja, ovisno o strukturnim parametrima. Kako bismo razumjeli
kristalnu strukturu karbonskih nanocjevcˇica, potrebno je razumjeti njihovu atomsku
strukturu. Kao sˇto smo vec´ rekli, karbonske nanocjevcˇice mozˇemo promatrati kao
strukturu izvedenu iz sloja grafena na nacˇin da je njenim rolanjem ostvaren oblik ci-
lindra pri cˇemu su rubovi iste glatko spojeni. Slika 2.1 prikazuje vektor ~C koji sugerira
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smjer rolanja grafena koji tvori karbonsku nanocjevcˇicu i definiran je izrazom:
~C = n1aˆ1 + n2aˆ2, (2.1)
gdje aˆ1 i aˆ2 predstavljaju vektore resˇetke, a n1 i n2 indekse kiralnosti [5]. Za strukturu
prikazanu na slici 2.1 vrijedi da je jedan od indeksa, n1 ili n2, jednak nula. Postoji
Slika 2.1: Promatrajuc´i tanak sloj grafena promatramo sloj ugljikovih atoma koji for-
miraju 2D sac´astu resˇetku. Kada navedeni sloj grafena savijemo u oblik cilindra, ono
sˇto dobivamo nazivamo karbonskom nanocjevcˇicom. Smjer tog savijanja odreden je
smjerom vektora ~C, oznacˇenog na slici, koji je definiran izrazom ~C = n1aˆ1 + n2aˆ2.
Pritom aˆ1 i aˆ2 predstavljaju jednostavne translacijske vektore koji cˇine bridove ele-
mentarne c´elije cˇijim ponavljanjem mozˇemo izgraditi kristal, a n1 i n2 predstavljaju
indekse kiralnosti [5].
mnogo struktura karbonskih nanocjevcˇica koje se razlikuju u duljini, debljini i broju
slojeva, a ovisno o toj strukturi nanocjevcˇica ima metalna ili poluvodicˇka svojstva.
Karbonske nanocjevcˇice najcˇesˇc´e svrstavamo u dvije skupine, MWNT i SWNT (Slika
2.2). MWNT (eng. multi - walled nanotube) su skupina dviju (eng. double - wal-
led nanotube) ili viˇse ugnijezˇdenih cijevi stalno rastuc´eg promjera. Razmak 0.342
- 0.375 nm izmedu susjednih cijevi unutar strukture MWNT-a posljedica je djelova-
nja meduatomskih Van der Waalsovih sila. U usporedbi s grafitom, gdje je razmak
izmedu slojeva 0.335 nm, uocˇavamo jednako slabu interakciju izmedu pojedinih slo-
jeva. S druge strane, SWNT (eng. single-walled nanotube) je poput slamke, ima
jedan grafenski sloj koji oblikuje cilindar te ju karakterizira osna simetrija i dijametar
od prosjecˇno 1.2 nm.
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Slika 2.2: Ovisno o broju oblikovanih koncentricˇnih grafenskih cilindara, karbonske
nanocjevcˇice se dijele na: (a) SWNT (eng. single - walled nanotube), (b) DWNT
(eng. double - walled nanotube) i (c) MWNT (eng. multi - walled nanotube). SWNT
cˇini samo jedan grafenski cilindar, dok MWNT cˇine dva ili viˇse koncentricˇnih grafen-
skih cilindara. DWNT je poseban slucˇaja MWNT cˇiju strukturu karakteriziraju dva
koncentricˇna grafenska cilindra [5].
2.2 Svojstva karbonskih nanocjevcˇica
2.2.1 Elektricˇna vodljivost
Elektriktricˇna vodljivost je svojstvo karbonskih nanocjevcˇica koja ovisi o njihovoj
strukturi. Ovisno o indeksima kiralnosti, n1 i n2 iz izraza (2.1), karbonske nano-
cjevcˇice mogu pokazivati metalna i poluvodicˇka svojstva. Elektricˇna vodljivost MWNT-
a je iznimno kompleksna s obzirom na interakcije izmedu zidova pojedine cijevi koje
doprinose neuniformnoj raspodjeli struje u pojedinim cijevima. S druge strane, uni-
formnu distribuciju struje promatramo na razlicˇitim dijelovima metalne SWNT.
2.2.2 Cˇvrstoc´a i elasticˇnost
S obzirom da je svaki atom ugljika unutar grafita povezan snazˇnim kemijskim vezama
sa susjedna tri atoma, karbonske nanocjevcˇice karakterizira velika cˇvrstoc´a i visok
iznos Youngovog modula elasticˇnosti (≈ 1 TPa). Modul elasticˇnosti kod SWNT-a je
puno vec´i od modula elasticˇnosti cˇelika. Iako c´e se nanocjevcˇica savinuti kada na
nju djelujemo silom, zbog spomenutih svojstava c´e se vratiti u pocˇetno stanje ubrzo
nakon sˇto je ista ta sila prestala djelovati.
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3 Elektronski transport kroz nanocjevcˇicu
Analiziramo DC - elektronski transport kroz vodljivu karbonsku nanocjevcˇicu koja
je ucˇvrsˇc´ena izmedu nemagnetskog (S) i magnetskog (D) vodljivog mikrokontakta
na koje smo doveli prednapon (∓Vb) i koja se nalazi u vanjskom magnetskom polju
okomitom na nju. Karbonsku nanocjevcˇicu pritom promatramo kao kvantnu tocˇku
unutar rezˇima kulonske blokade. Elektronska stanja 0 su Zeemanski rascijepljena
na ”spin - up” i ”spin - down” stanje te uz pretpostavku da su dovoljno razmaknuta,
s obzirom na termalnu ”razmazanost” Fermijeve plohe (kBT ), kazˇemo da je svako
Zeemanski rascijepljeno stanje ponaosob odgovorno za elektronski transport. Pritom
kulonska blokada na karbonsku nanocjevcˇicu sprijecˇava dvostruko zaposjednuc´e po-
jedinog stanja (Slika 3.1).
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Slika 3.1: (a) Karbonska nanocjevcˇica duljine 10−6 m i mase m = 4 · 10−21 kg
ucˇvrsˇc´ena je izmedu dva mikrokontakta S i D, na koja smo doveli prednapon ∓Vb,
u vanjskom magnetskom polju te vibrira frekvencijom ω ∼ 0.1 − 1GHz, pri cˇemu je
u pomak reda velicˇine 1 nm. (b) Energetska shema nanoelektromehanicˇkih sustava
predstavlja energiju slobodnih elektrona na mikrokontaktima (Ek) s kemijskim po-
tencijalom µ0 bez prisutstva prednapona. ↑ i ↓ predstavljaju Zeemanski rascijepljena
stanja ”spin - up” (↑) i ”spin - down” (↓). Ucˇestalost tuneliranja izmedu mikrokonta-
kata S i D i nanocjevcˇice dana je konstantama ΓS i ΓσD, a strijelice na slici prikazuju
smjer procesa tuneliranja za odabir prednapona eVb ≈ ↑ [3].
Elektronski transport kroz nanocjevcˇicu ostvaruje se tuneliranjem elektrona. Kemijski
potencijal u mikrokontaktu S postavimo tako da se unutar temperaturnog intervala
kBT poklapa sa ”spin - up” stanjem u karbonskoj nanocjevcˇici. Time je omoguc´eno
tuneliranje elektrona s mikrokontakta S u stanje ”spin - up” odkuda mozˇe skocˇiti
dalje na magnetski mikrokontakt D ili natrag na mikrokontakt S. S obzirom da su
elektroni u S uvijek na viˇsem potencijalu od onih u D, vrijedi ogranicˇenje da ne mozˇe
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doc´i do tuneliranja s mikrokontakta D na karbonsku nanocjevcˇicu pri dovoljno niskoj
temperaturi. S druge strane, elektron koji sa S tunelira u stanje ”spin - down” mozˇe
samo tunelirati dalje na D jer su raspolozˇiva stanja na S popunjena. Navedeno tu-
neliranje elektrona odredeno je ucˇestalosˇc´u tuneliranja sa S, sˇto oznacˇavamo s ΓS,
te ucˇestalosˇc´u tuneliranja s D, sˇto oznacˇavamo s ΓD. Pritom su konstante ucˇestalosti
tuneliranja za S, odnosno D, dane izrazom:
Γ
(σ)
S(D) =
2pi
~
(|τS(D)|2νσS(D)) (3.1)
gdje su τ i ν odgovarajuc´i matricˇni element tuneliranja i gustoc´a stanja za σ =↑, ↓.
Mehanicˇke vibracije karbonske nanocjevcˇice mase m i duljine L zˇelimo opisati kao
titranje gusˇenog harmonicˇkog oscilatora frekvencije ω i konstante gusˇenja χ uz res-
trikciju na osnovni mod titranja. Takav oscilator tjeran je Lorentzovom silom oblika:
FL(V ) = ξBLJ(V ) (3.2)
gdje numericˇki faktor ξ = 0.83 opisuje profil osnovnog moda titranja, a J(V ) pred-
stavlja struju kroz karbonsku nanocjevcˇicu u ovisnosti o naponu V na njenim kraje-
vima. Jednadzˇba harmonicˇkog oscilatora dana je izrazom:
mu¨+ χu˙+mω2u = FL(V ). (3.3)
Pad napona V jednak je sumi prednapona Vb i elektromotorne sile  = −BLu˙ koja se
inducira gibanjem nanocjevcˇice u magnetskom polju B, a dan je izrazom:
V = Vb − ξBLu˙. (3.4)
Taylorovim razvojem oko Vb dobivamo izraz za Lorentzovu silu oblika
FL ≡ ξBLJ(Vb)− (ξBL)2Gd(Vb)u˙ (3.5)
koji uvrstimo u izraz (3.3) kako bismo dobili jednadzˇbu harmonicˇkog oscilatora:
mu¨+ [χ+ (ξBL)2Gd(Vb)]u˙+mω
2u = ξBLJ(Vb). (3.6)
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Iz izraza (3.6) vidimo da magnetomotorno vezanje, ovisno o predznaku diferencijalne
vodljivosti Gd(Vb) =
dJ
dV
|V=Vb, mozˇe ugusˇiti sustav ili mozˇe upumpati energiju u
njega. S obzirom na to razlikujemo dva slucˇaja:
1. Ako je Gd > 0, onda magnetomotorno vezanje gusˇi sustav.
1. Ako je Gd < 0, onda magnetomotorno vezanje upumpava energiju u sustav.
Struja J odredena je ucˇestalosˇc´u tuneliranja i vjerojatnosˇc´u okupiranja pojedinog
elektronskog stanja (Pσ) u nanocjevcˇici, gdje je σ =↑, ↓, ili vjerojatnosˇc´u da je isto
stanje prazno (P0).
Jednadzˇba evolucije populacije Pσ u vremenu odredena je vjerojatnosˇc´u zaposjednuc´a
”spin - up” i ”spin - down” stanja te vjerojatnosˇc´u da je isto stanje prazno, ucˇestalosˇc´u
tuneliranja s i na mikrokontakt te Fermijevom funkcijom fσ, σ =↑, ↓, koja broji slo-
bodna stanja za tuneliranje elektrona.
Gradimo dinamicˇki model populacije ”spin - up” stanja na kvantnoj tocˇki, pri cˇemu
vrijedi da je frekvencija mehanicˇkih oscilacija puno manja od ucˇestalosti tuneliranja
(ω  ΓD,ΓS)
dP↑
dt
= ΓSf
S
↑ P0 − ΓS(1− fS↑ )P↑ − Γ↑D(1− fD↑ )P↑. (3.7)
Navedene vjerojatnosti opc´enito zadovoljavaju uvjet P↑ + P↓ + P0 = 1. Jednadzˇbu
(3.7) izrazimo pomoc´u vjerojatnosti zaposjednuc´a ”spin - up” i ”spin - down” stanja:
dP↑
dt
= ΓSf
S
↑ (1− P↑ − P↓)− ΓS(1− fS↑ )P↑ − Γ↑D(1− fD↑ )P↑. (3.8)
Dobili smo izraz
dP↑
dt
= ΓSf
S
↑ (1− P↓)− ΓSP↑ − Γ↑DP↑(1− fD↑ ) (3.9)
gdje je fS,D↑ Fermijeva funkcija koja broji slobodna stanja za tuneliranje. Fermijeva
funkcija u S i D mikrokontaktima je funkcija napona i dana je izrazom:
fS,Dσ (V ) =
1
e(σ∓eV−µ0)/kBT + 1
. (3.10)
S obzirom na pocˇetnu pretpostavku, Fermijeva funkcija fD↑ = 0, a ΓS = Γ ∼ 1GHz te
navedene vrijednosti uvrsˇtavamo u izraz (3.9).
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Definiramo pokratu fSσ ≡ fσ. Tada sustav glasi:
1
Γ
P˙↑ = f↑(1− P↓)− P↑ − Γ
↑
D
Γ
P↑. (3.11)
γσ =
ΓσD
Γ
je omjer tuneliranja i za njega vrijedi γσ  1. Konacˇno, dinamicˇki model
populacije ”spin - up” stanja glasi:
1
Γ
P˙↑ = f↑(1− P↓)− (1− γ↑)P↑. (3.12)
Na isti nacˇin gradimo dinamicˇki model ”spin - down” stanja pocˇevsˇi od izraza:
dP↓
dt
= ΓSf
S
↓ P0 − ΓS(1− fS↓ )P↓ − Γ↓D(1− fD↓ )P↓. (3.13)
Dinamicˇki model populacije ”spin - down” stanja glasi:
1
Γ
P˙↓ = f↓(1− P↑)− (1− γ↓)P↓. (3.14)
Na temelju jednadzˇbi (3.12) i (3.14), opc´a jednadzˇba modela za oba stanja je oblika:
1
Γ
P˙σ = −(1 + γσ)Pσ + fσ(1− P−σ). (3.15)
U stacionarnim uvjetima vrijedi P˙ = 0. Navedeni uvjet primijenimo na jednadzˇbe
dinamicˇkog modela populacije oba stanja (3.15) kako bismo dobili iste u stacionarnim
uvjetima. Za ”spin - up” stanje u stacionarnim uvjetima jednadzˇba dobiva oblik:
f↑(1− P↓)− P↑ − γ↑P↑ = 0 (3.16)
iz cˇega slijedi
P
(stac)
↑ =
f↑(1− P (stac)↓ )
1 + γ↑
. (3.17)
Na isti nacˇin dobivamo jednadzˇbu za ”spin - down” stanje u stacionarnim uvjetima
f↓(1− P↑)− P↓ − γ↓P↓ = 0 (3.18)
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P
(stac)
↓ =
f↓(1− P (stac)↑ )
1 + γ↓
. (3.19)
Uvrsˇtavanjem izraza (3.18) u izraz (3.19) dobivamo:
P
(stac)
↑ =
f↑(1 + γ↓)− f↑f↓
(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑f↓ (3.20)
i obrnuto, uvrsˇtavanjem izraza (3.19) u izraz (3.18) dobivamo:
P
(stac)
↓ =
f↓(1 + γ↑)− f↑f↓
(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑f↓ . (3.21)
Opc´eniti izraz modela populacije za stacionarni uvjet za oba stanja glasi:
P (stac)σ =
fσ(1 + γ−σ − f−σ)
(1 + γσ)(1 + γ−σ)− fσf−σ . (3.22)
Ukupna struja zadovoljava opc´u jednadzˇbu:
J = qP˙ (3.23)
i cˇine ju lijeva (JL) i desna struja (JR) cˇije izraze dobivamo iz (3.15).
Raspisivanjem jednadzˇbe JL = qP˙L dobivamo izraz:
JL = e[Γf
S
↑ P0 − Γ(1− fS↑ )P↑ + ΓfS↓ P0 − Γ(1− fS↓ )P↓] (3.24)
iz kojeg slijedi:
JL = eΓ(f
S
↑ − fS↑ P↓ − P↑ + fS↓ − fS↓ P↑ − P↓). (3.25)
Jednadzˇba kojom je opisana lijeva struja glasi:
JL = eΓ[f↑ + f↓ − P↑(1 + f↓)− P↓(1 + f↑)]. (3.26)
Na slicˇan nacˇin, raspisivanjem jednadzˇbe JR = qP˙R dobivamo izraz
JR = e[Γ
↑
D(1− fD↑ )P↑ + Γ↓D(1− fD↓ )P↓] (3.27)
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iz kojeg slijedi:
JR = e(Γ
↑
DP↑ + Γ
↓
DP↓). (3.28)
Jednadzˇba kojom je opisana desna struja glasi:
JR = eΓ(γ↑P↑ + γ↓P↓). (3.29)
Za lijevu i desnu struju, zbog zakona ocˇuvanja kolicˇine naboja, vrijedi jednakost u
stacionarnim uvjetima. Konacˇni izraz za ukupnu struju piˇsemo kao J = 1
2
JR +
1
2
JL te
je on oblika:
J =
1
2
eΓ[f↑ + f↓ − P↑(1− γ↑ + f↓)− P↓(1− γ↓ + f↑)]. (3.30)
Stacionarni izraz za ukupnu struju dobiven je pomoc´u izraza (3.20) i (3.21) te uz
pretpostavku da je f↓ ≈ 1 glasi:
J (stac) = eΓγ↓
f↑(V )(γ↑ − 1) + (1 + γ↑)
(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑(V ) (3.31)
iz cˇega vidimo direktnu proporcionalnost stacionarne ukupne struje s γ↓. Stacionarna
strujno - naponska karakteristika, ovisno o odnosu parametara γ↑ i γ↓ prikazana je na
slici 3.2.
Slika 3.2: Prikazana je strujno - naponska karakteristika za nekoliko odabira magnet-
skog mikrokontakta D, dok je iscrtkano prikazana za normalni metalni mikrokontakt.
Pritom je J0 u eΓ jedinicama, a temperatura je kBT = 0.04|↑ − ↓| [3].
Ucˇinak magnetomotornog vezanja za sustav ovisi o predznaku diferencijalne vodlji-
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vosti Gd(Vb). Diferencijalna vodljivost opc´enito je dana izrazom:
Gd =
dJ
dV
, (3.32)
a u stacionarnim uvjetima definirana je izrazom:
Gd =
dJ (stac)
dV
. (3.33)
Deriviranjem izraza za stacionarnu ukupnu struju (3.31) po naponu V , dobivamo
konacˇni izraz kojime je opisana diferencijalna vodljivost u stacionarnim uvjetima.
Gd =
d
dV
[eΓ
f↑(γ↑γ↓ − γ↓) + γ↓(1 + γ↑)
(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑ ], (3.34)
Gd = eΓ
df↑
dV
γ↓
(γ2↑ + γ↓γ
2
↑ − γ↓ + γ↑)
[(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑]2 , (3.35)
Gd = eΓ
df↑
dV
γ↓
γ↑γ↓(1 + γ↑)− γ↓(1 + γ↑) + γ↑(1 + γ↑)
[(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑]2 . (3.36)
U izrazu (3.31) vidljivo je da predznak diferencijalne vodljivosti ovisi o izboru para-
metara γ↑ i γ↓ kada je dovedeni prednapon postavljen na vrijednost eVb unutar kbT
intervala oko stanja ↑. Unutar tog intervala vrijedi da je f↓ ≈ 1 i df↓
dV
≈ 0 pa je
diferencijalna vodljivost u stacionarnim uvjetima
Gd = eΓ
df↑
dV
γ↓(1 + γ↑)
γ↑γ↓ − γ↓ + γ↑
[(1 + γ↑)(1 + γ↓)− f↑]2 (3.37)
negativna kada je zadovoljen uvjet γ↑γ↓ − γ↓ + γ↑ < 0.
Ako je J ′ < 0 onda govorimo o upumpavanju energije u sustav i mozˇemo ocˇekivati
elektromehanicˇku nestabilnost koja se manifestira u vidu samoekscitiranih oscilacija
nanocjevcˇice, za dovoljno veliki Q i pozitivan parametar nestabilnosti β:
β ≡ −(ξBL)
2
m
J ′(Vb)− ω
Q
> 0. (3.38)
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3.1 Analiza nestabilnosti sustava u kvazistacionarnoj granici
Promatrani nanoelektromehanicˇki sustav mozˇemo opisati sustavom jednadzˇbi:
1
Γ
P˙ = −(1 + γσ)Pσ + fσ(1− P−σ) (3.39)
u¨+
ω
Q
u˙+ ω2u =
ξBL
m
J(V ) (3.40)
J =
1
2
eΓ[f↑ + f↓ − P↑(1− γ↑ + f↓)− P↓(1− γ↓ + f↑)]. (3.41)
U jednadzˇbi (3.40) Q predstavlja faktor dobrote cˇija se vrijednost mozˇe priblizˇno
opisati kao broj slobodnih titraja koje izvede oscilator dok sva njegova energija ne
prijede na okolinu.
Pokazalo se da magnetomotorno vezanje izmedu elektricˇne struje kroz karbonsku na-
nocjevcˇicu i njenih mehanicˇkih vibracija mozˇe rezultirati elektromehanicˇkom nesta-
bilnosˇc´u i samoekscitiranim oscilacijama. Pocˇetak nestabilnosti istrazˇujemo pomoc´u
metode dvije vremenske skale.
Jednadzˇba gibanja promatranog sustava dana je izrazom (3.40), a njeno pretpostav-
ljeno rjesˇenje je oblika:
u(t) = A(t)cos(ωt), (3.42)
gdje je A(t) amplituda harmonijskog titranja koja, prema pretpostavci, sporo varira
tako da je A˙  ωA, a ωt predstavlja brzu vremensku skalu. Pretpostavljeno rjesˇenje
(3.42) uvrstimo u (3.40) i dobijemo
−2A˙ωsin(ωt)−Aω2cos(ωt)− ω
Q
Aωsin(ωt)+ω2Acos(ωt) =
ξBL
m
J(Vb+ξBLAωsin(ωt))
(3.43)
A˙ωsin(ωt) = −1
2
Aω2cos(ωt)− ω
2
2Q
Asin(ωt)+
ω2
2
Acos(ωt)−ξBL
2m
J(Vb+ξBLAωsin(ωt)).
(3.44)
Dobivenu jednadzˇbu pomnozˇimo sa sin(ωt)
pi
A˙
ω
pi
sin2(ωt) = −A
2
ω2
pi
sin(ωt)cos(ωt)− A
2Q
ω
pi
sin2(ωt)+
+
A
2
ω2
pi
sin(ωt)cos(ωt)− ξBL
m
1
2pi
J(Vb + ξBLAωsin(ωt))sin(ωt)
(3.45)
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i usrednjimo po brzoj vremenskoj skali jer nas zanima evolucija granicˇnog kola. Do-
bivamo 1D dinamicˇki sustav koji opisuje amplitudu:
A˙ = −Aω
2Q
− ξBL
mω
∫ pi
−pi
1
2pi
J(Vb + ξBLωAsin(φ))sin(φ)dφ. (3.46)
Navedenu jednadzˇbu za amplitudu mozˇemo zapisati u obliku
A˙ = −Φ(A), (3.47)
gdje je
Φ(A) =
Aω
2Q
+
ξBL
mω
1
2pi
∫ pi
−pi
J(Vb + ξBLAωsin(φ))sin(φ)dφ. (3.48)
Prvi cˇlan izraza za Φ(A) opisuje gusˇenje mehanicˇkih oscilacija, a drugi cˇlan pojacˇavanje
koje je generirano elektricˇnom strujom. Ako je uvjet (3.38) ispunjen, onda pojacˇavanje
oscilacija dominira nad gusˇenjem pri malim amplitudama, a u skladu s (3.48) ampli-
tuda se s vremenom povec´ava.
U izrazu za struju
J =
eΓSΓ
↓
D
ΓS + Γ
↓
D + ΓSe
(eV−˜↑)/kBT
(3.49)
vidimo da za velike amplitude (A  kBT
eBLω
) drugi cˇlan izraza (3.48) iˇscˇezava na
(BL
mω
)J0, gdje je J0 ∼ eΓ↓D karakteristicˇna struja kroz sustav. U skladu s tim oba
cˇlana navedenog izraza za Φ(A) se medusobno poniˇstavaju pri konacˇnoj amplitudi
Ast ∼ (QBLmω2 )J0.
Da bismo dobili tocˇnu vrijednost amplitude stacionarnog titranja, potrebno je rijesˇiti
jednadzˇbu Φ(Ast = 0). Numericˇkom analizom funkcije Φ(A) pokazalo se da, ovisno
o prednaponu, amplituda stacionarnog titranja Ast mozˇe u rastuc´em vanjskom mag-
netskom polju rasti kontinuirano od nule (eng. soft excitation) ili mozˇe skocˇiti na
konacˇnu vrijednost (eng. hard excitation), kao sˇto je prikazano na Slika 3.3. Kako
bismo analiticˇki istrazˇili navedenu situaciju, pretpostavimo da vrijedi |β(Vb, B)|  1
i razvijemo funkciju Φ(A) u Taylorov red. Zadrzˇimo cˇlanove sve do trec´eg reda pa
dobivamo
Φ(A) ≈ −A
2
(β − (ξBL)
4ω2
8m
J ′′′(Vb)A2), (3.50)
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Slika 3.3: Prikazano je ponasˇanje funkcije Φ(A), dane izrazom (3.48), u rastuc´em
magnetskom polju. Ovisno o prednaponu amplituda mozˇe rasti kontinuirano od nule
((a) eng. soft excitation) pri ∆V ≡ Vb − (0 − µ)/e = 0.34 mV ili mozˇe odmah skocˇiti
na konacˇnu vrijednost ((b) eng. hard excitation) pri ∆V = 0.41 mV. Vrijednosti
ostalih parametara su T = 0.2 K, Q = 3 · 104, Γ↓D/ΓS = 0.4, ω/ΓS = 0.2 [4].
Slika 3.4: Fazni dijagram nanoelektromehanicˇkog sustava za kojeg vrijedi γ↑ = 0
u kvazistacionarnom rezˇimu, a koji je odreden vanjskim kontrolnim parametrima
(∆V , B), gdje je ∆V = Vb − (0 − µ0)/e. Sastoji se od podrucˇja stabilnosti (na-
nocjevcˇica miruje), podrucˇja nestabilnosti (nanocjevcˇica spontano titra) i podrucˇja
bistabilnosti gdje su oba stanja stabilna, ovisno s koje strane pridemo. Ostali para-
metri su T=0.2K, Q = 3 · 104, γ↓=0.4, ω/Γ = 0.1 [3].
gdje je β ≡ − (ξBL)2
m
J ′(Vb)− ωQ .
Ako promatramo interval V ∗1 < Vb < V
∗
2 , na kojem je J
′′′(Vb) > 0, a V ∗1,2 su tocˇke
infleksije krivulje negativne diferencijalne otpornosti, iz izraza (3.50) vidimo da je
za β(Vb, B) > 0 stanje mirovanja nestabilno, a stacionarno titranje amplitudom
A
(1)
st ∝ 2
√
β
J ′′′ pojavljuje se spontano, glatko povec´avajuc´i amplitudu s povec´anjem
vanjskog magnetskog polja, cˇime je opisan tzv. soft excitation. S druge strane, ako
promatramo Vb < V ∗1 i Vb > V
∗
2 gdje vrijedi J
′′′(Vb) < 0, nestabilnost se razvija na
drugacˇiji nacˇin od prethodnog. Ako pogledamo sliku 3.3 mozˇemo uocˇiti postojanje
dviju bifurkacijskih tocˇaka B(1)C (Vb) i B
(2)
C (Vb) u kojima krivulja Φ(A,B) doticˇe A - os
odozgo i za koje vrijedi da je B(2)C (Vb) > B
(1)
C (Vb), gdje je β(B
(2)
C (Vb)) = 0. Sve dok vri-
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jedi da je B < B(1)C (Vb), stanje mirovanja nanocjevcˇice smatra se stabilnim stanjem.
No, za slucˇaj kada je B(1)C (Vb) < B < B
(2)
C (Vb), stanje mirovanja jednako kao i stanje
titranja nanocjevcˇice konacˇnom amplitudom smatra se stabilnim stanjem. To znacˇi
da je za navedene uvjete sustav bistabilan, odnosno ima dva stabilna stanja. Postoja-
nje podrucˇja na kojem su magnetsko polje i prednapon takvi da je sustav bistabilan,
u odnosu na amplitude titranja, dovodi do histereze za srednju struju dane izrazom
J¯ =
1
2pi
∫
J(Vb + ξBLωAsin(φ))dφ (3.51)
uz promjenu magnetskog polja i prednapona. Konacˇno, za uvjet u kojem je B >
B
(2)
C (Vb), stanje mirovanja nanocjevcˇice je nestabilno, a titranje nanocjevcˇice stabilno
stanje sustava.
3.2 Analiza stabilnosti sustava
Promatrani sustav je izvan kvazi - stacionarne granice odreden jednadzˇbama:
u¨+
ω
Q
u˙+ω2u+
ξBLeΓ
2m
(1−γ↑+f↓)P↑+ ξBLeΓ
2m
(1−γ↓+f↑)P↓ = ξBLeΓ
2m
(f↑+f↓) (3.52)
1
Γ
P˙↑ = −(1 + γ↑)P↑ + f↑(1− P↓) (3.53)
1
Γ
P˙↓ = −(1 + γ↓)P↓ + f↓(1− P↑) (3.54)
fσ(Vb − ξBLu˙) = fσ(Vb)− ξBLu˙f ′σ (3.55)
Kako bismo analizirali stabilnost promatranog sustava, sustav je potrebno linearizi-
rati u kontekstu malih pomaka (u, u˙, p↑, p↓) s obzirom na stacionarnu tocˇku (U0, U˙0 =
0, P↑0, P↓0) odredenu pocˇetkom nestabilnosti sustava. S obzirom na to, izraze U =
U0 + u i Pσ = Pσ0 + pσ uvrstimo u mehanicˇku jednadzˇbu (3.52):
u¨+
ω
Q
u˙+ ω2(U0 + u) +
ξBLeΓ
2m
(1− γ↑ + f↓0 − ξBLu˙f ′↓)(P↑0 + p↑)+
+
ξBLeΓ
2m
(1− γ↓ + f↑0 − ξBLu˙f ′↑) =
ξBLeΓ
2m
(f↑0 − ξBLu˙f ′↓)
(3.56)
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gdje definiramo konstantu κ = ξBLeΓ
2m
. Sada je mehanicˇka jednadzˇba oblika:
u¨+ [
ω
Q
+ κξBL(f ′↑(1− P↓0) + f ′↓(1− P↑0))]u˙+ ω2u+ κ(1− γ↓ + f↑0p↓)+
+κ(1− γ↑ + f↓0p↑) = κξBLu˙(f ′↑p↓ + f ′↓p↑)
(3.57)
Jednadzˇbe dinamicˇkog populacijskog modela za stacionarni slucˇaj uvrstimo u jed-
nadzˇbe (3.15) za oba spina u nestacionarnom rezˇimu.
1
Γ
p˙↑ = −(1 + γ↑)(P↑0 + p↑) + (f↑0 − ξBLf ′↑u˙)(1− P↓0 − p↓) (3.58)
1
Γ
p˙↓ = −(1 + γ↓)(P↓0 + p↓) + (f↓0 − ξBLf ′↓u˙)(1− P↑0 − p↑) (3.59)
P↑0 = f↑0
1− P↓0
1 + γ↑
(3.60)
P↓0 = f↓0
1− P↑0
1 + γ↓
(3.61)
sˇto rezultira sustavom
1
Γ
p˙↑ = −(1 + γ↑)p↑ − (f↑0 − ξBLf ′↑u˙)p↓ − ξBLf ′↑u˙(1− P↓0) (3.62)
1
Γ
p˙↓ = −(1 + γ↓)p↓ − (f↓0 − ξBLf ′↓u˙)p↑ − ξBLf ′↓u˙(1− P↑0). (3.63)
Za podrucˇje pocˇetka nestabilnosti vrijedi eVb = ↑, f0 ≡ f↑0 ≡ f↑(Vb) = 12 , f ′0 =
df↑
dV|Vb
= − e
4kBT
, f↓0 ≡ f↓(Vb) ≈ 1, f ′↓(Vb) ≈ 0. Uz prethodno navedene pretpostavke,
promatrani sustav mozˇemo opisati sljedec´im sustavom jednadzˇbi:
p¨↓ + Γ(2 + γ↑ + γ↓)p˙↓ + Γ2ω2pp↓ = ξΓ
2BLf ′0(g − p↓)u˙ (3.64)
p↑ = − 1
Γ
p˙↓ − (1 + γ↓)p↓ (3.65)
u¨+(
ω
Q
+ξBLκf ′0(1−P↓0))u˙+ω2u+κ(1−γ↓+f0)p↓+κ(2−γ↑)p↑ = ξBLκf ′0p↓u˙, (3.66)
gdje je ω2p = (1 + γ↑)(1 + γ↓)− f0.
Zˇelimo rijesˇiti mehanicˇku jednadzˇbu (3.66) s nelinearnom korekcijom u najnizˇem
redu. Uvrsˇtavamo pretpostavljeno rjesˇenje (3.42) u mehanicˇku jednadzˇbu te dobi-
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vamo izraz
A˙sin(ωt) = −1
2
[
ω
Q
+ξBLκf ′0g]Asin(ωt)+
κ
2ω
(1−γ↓+f0)p↓+ κ
2ω
(2−γ↑)p↑+1
2
ξBLκf ′0p↓Asin(ωt)
(3.67)
gdje je g ≡ 1− P↓0.
Rjesˇavamo jednadzˇbu za populacije pσ u linearnoj aproksimaciji
p¨↓ + Γ(2 + γ↑ + γ↓)p˙↓ + Γ2ω2pp↓ = −ξΓ2BLf ′0gAωsin(ωt). (3.68)
Dobivena jednadzˇba podsjec´a na jednadzˇbu tjeranog harmonicˇkog oscilatora cˇije je
rjesˇenje oblika:
p↓ = a1cos(ωt) + a2sin(ωt). (3.69)
Nakon sˇto smo pretpostavili rjesˇenje jednadzˇbe, mozˇemo dobiti izraz za p↑ (3.65):
p↑ = (
ω
Γ
a1 − (1 + γ↓)a2)sin(ωt)− ((1 + γ↓)a1 + ω
Γ
a2)cos(ωt). (3.70)
Izraze za koeficijente a1 i a2 dobivamo uvrsˇtavanjem pretpostavljenog rjesˇenja (3.69)
u (3.68):
a1 =
1
N
ξΓ3BLf ′0gω
2A(2 + γ↑ + γ↓) (3.71)
a2 = − 1
N
ξΓ2BLf ′0gωA(Γ
2ω2p − ω2), (3.72)
gdje je N = (Γ2ω2p − ω2)2 + Γ2ω2(2 + γ↑ + γ↓).
Uvrsˇtavanjem pretpostavljenih rjesˇenja (3.42) i (3.69) u mehanicˇku jednadzˇbu (3.67)
te uvrsˇtavanjem izraza za p↑ iz (3.70) dobivamo:
A˙sin(ωt) = −1
2
[
ω
Q
+ ξBLκf ′0g]Asin(ωt) +
κ
2
f ′0ξBLAa1sin(ωt)cos(ωt) +
κ
2
f ′0ξBLAa2sin
2(ωt)+
+
κ
2ω
(1− γ↓ + f0)a2sin(ωt) + κ
2ω
(1− γ↓ + f0)a1cos(ωt) + κ
2ω
(2− γ↑)[ω
Γ
a1−
−(1 + γ↓)a2]sin(ωt)− κ
2ω
(2− γ↑)[ω
Γ
a2 − (1 + γ↓)a1]cos(ωt).
(3.73)
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Dobiveni izraz pomnozˇimo s ω
pi
sin(ωt) i usrednjimo po brzoj skali, a rezultat toga je
izraz za amplitudu oblika A˙ = c1A+O(cnAn), n > 1.
A˙ = [−1
2
[
ω
Q
+ ξBLκf ′0g] +
κ
2
1
N
ξΓ2BLf ′0g[ω
2(2− γ↑)(2 + γ↑ + γ↓)−
−(f0 − 1− 3γ↓ + γ↑ + γ↓γ↑)(Γ2ω2p − ω2)]]A.
(3.74)
Koeficijent c1 je cˇlan uz A koji odreduje stabilnost sustava, a dan je izrazom:
c1 = −Γω
2Q
+
(ξBLe)2Γγ↓θ
4mkBT
[Ω2 − 2(γ↑ − γ↓ + γ↓γ↑)] (3.75)
gdje je Ω ≡ ω
Γ
, a θ ≡ 1+γ↑
[1+2(γ↓+γ↑+γ↓γ↑)]4
∼ 1; γ↓,↑  1. Sustav je nestabilan za c1 > 0.
Prvi cˇlan izraza (3.75) odnosi se na mehanicˇko gusˇenje sustava, dok je uvjet nes-
tabilnosti sustava sadrzˇan u drugom cˇlanu istog izraza. Ukoliko vrijedi da je cˇlan
Ω2 − 2(γ↑ − γ↓ + γ↑γ↓) > 0, onda kazˇemo da je zadovoljen minimalni uvjet nestabil-
nosti sustava zato sˇto imamo upumpavanje energije koja josˇ uvijek mora premasˇiti
disipativnu energiju, kao sˇto je prikazano na slici 3.5.
Slika 3.5: Na slici je osjencˇan minimalni uvjet nestabilnosti sustava Ω2 − 2(γ↑ −
γ↓ + γ↑γ↓) > 0, na domeni parametara (γ↑, γ↓,Ω), a iscrtkano podrucˇje na Ω = 0
ravnini, odnosi se na podrucˇje negativne diferencijalne vodljivosti (NDC). Ako se
nalazimo u takvom podrucˇju, drugi cˇlan u izrazu (3.75) je uvijek pozitivan, cˇak i
na granici Ω = 0. S druge strane, u podrucˇju pozitivne diferencijalne vodljivosti
(PDC) potrebno je imati konacˇnu mehanicˇku frekvenciju Ω da bismo mogli govoriti
o nestabilnosti. Kao sˇto je prikazano, povec´anjem te mehanicˇke frekvencije moguc´e
nestabilno podrucˇje se sˇiri od podrucˇja s negativnom diferencijalnom vodljivosˇc´u na
podrucˇje s pozitivnom diferencijalnom vodljivosˇc´u. Linija koja oznacˇava γ↓ = γ↑
odnosi se na normalni metalni mikrokontakt (D) [3].
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4 Metodicˇki dio
4.1 Istrazˇivacˇki usmjerena nastava
U vec´ini sˇkola prevladava tradicionalni oblik nastave koji se zasniva na predavacˇkoj
nastavi koja stavlja nastavnika u srediˇste, a ucˇenike u ulogu pasivnih promatracˇa.
U takvom obliku nastave nastavnik kroz objasˇnjavanje i pisanje na plocˇu prenosi
informacije, no time ne poticˇe ucˇenicˇki intelektualni angazˇman nuzˇan za ucˇenje i
razumijevanje fizike. Kako bi se postigao visoki stupanj intelektualne angazˇiranosti
ucˇenika, u nastavu fizike potrebno je uvesti istrazˇivacˇki i interaktivni pristup u obliku
istrazˇivacˇki usmjerene nastave.
Istrazˇivacˇki usmjerena nastava je oblik nastave koji razvija razumijevanje fizike kod
ucˇenika kombiniranjem znanja i znanstvenog razmiˇsljanja te zakljucˇivanja cˇime se
poticˇe dublje ucˇenje u odnosu na prazno memoriranje cˇinjenica. Koristec´i istrazˇivacˇki
pristup u nastavi uvodimo nove koncepte kroz istrazˇivanje i konstrukciju modela fizi-
kalnih pojava te problemski pristupamo primjeni modela u satima primjene gradiva.
Pritom ukljucˇujemo brojne interaktivne nastavne metode kako bi se na svakom satu
fizike potaknuo intelektualni angazˇman ucˇenika. Neke od navedenih interaktivnih
nastavnih metoda su razredna rasprava, konceptualna pitanja s karticama, rjesˇavanje
zadataka u malim skupinama, interaktivno izvodenje pokusa te racˇunalne interak-
tivne metode. Ucˇenici kroz istrazˇivacˇki usmjerenu nastavu odgovaraju na znanstvena
pitanja formuliranjem i testiranjem hipoteze, osmiˇsljavanjem i provodenjem pokusa,
samostalnim biljezˇenjem svojih predvidanja, opazˇanja i zakljucˇaka te argumentira-
njem istih pred ostatkom razreda. Time se kod ucˇenika postizˇe bolje razumijevanje
prirode znanosti kao i razumijevanje fizikalnih pojava i zakonitosti.
Strukturu istrazˇivacˇki usmjerene nastave cˇine uvodni, srediˇsnji i zavrsˇni dio sata.
U uvodnom dijelu sata otvaramo problem sata postavljanjem uvodnog problema u
obliku pitanja ili pokusa. Time motiviramo ucˇenike i usmjeravamo njihovu pazˇnju
na pojavu koja nas zanima, njenu vazˇnost te povezujemo fizikalne sadrzˇaje sa sva-
kodnevnim zˇivotom i ucˇenicˇkim prijasˇnjim znanjima. Tek nakon sˇto smo razvili os-
novnu ideju, na kraju uvodnog dijela sata uvodimo naziv nove pojave. U srediˇsnjem
dijelu sata provodimo vodeno istrazˇivanje koje zapocˇinje istrazˇivacˇkim pitanjem. Is-
trazˇivacˇko pitanje nam daje smjernicu o tome sˇto c´emo eksperimentalno istrazˇivati.
Uloga nastavnika je da usmjerava i vodi ucˇenike kroz istrazˇivanje, a oni osim sˇto
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upoznaju gradivo, u srediˇsnjem dijelu sata upoznaju i znanstvene procese te razvi-
jaju brojne sposobnosti kroz osmiˇsljavanje, izvodenje i promatranje istrazˇivacˇkih po-
kusa te predvidanje, opazˇanje i analiziranje rezultata. U ovom dijelu sata se najcˇesˇc´e
koristimo interaktivnim nastavnim metodama, a izvodenjem istrazˇivacˇkog pokusa
nakon formiranih hipotezaucˇenici istrazˇuju medusobnu ovisnost varijabli koje utjecˇu
na promatranu pojavu. Konacˇni rezultat srediˇsnjeg dijela sata je konstrukcija modela
i matematicˇki opis promatrane fizikalne pojave koji primjenjujemo i evaluiramo kroz
konceptualna pitanja, aplikacijske pokuse i jednostavne zadatke u zavrsˇnom dijelu
sata. Izvodenjem aplikacijskih pokusa ucˇenici imaju priliku primijeniti konstruirani
koncept kako bi objasnili druge fenomene i rijesˇili eksperimentalne probleme. Na taj
je nacˇin ucˇeniku omoguc´eno evaluiranje novog znanja, a nastavnik na temelju toga
dobiva povratnu informaciju o postignutom stupnju razumijevanja kod ucˇenika.
4.2 Nastavna priprema: Prigusˇeno titranje
U ovom poglavlju prikazana je nastavna priprema za jedan nastavni sat interaktivne
istrazˇivacˇki usmjerene nastave trec´eg razreda prirodoslovno - matematicˇke gimnazije
na temu ”Prigusˇeno titranje”. Navedena tema je u nastavnom planu i programu za
gimnazije navedena kao izborni sadrzˇaj koji se nastavlja na prvu nastavnu cjelinu
”Titranja”, ali se u prirodoslovno - matematicˇkim gimnazijama cˇesto uvrsˇtava u re-
doviti nastavni plan i program. Navedena tema oslanja se na do tada stecˇeno znanje
iz prethodnih nastavnih jedinica pa su ucˇenici vec´ upoznati s pojmom harmonijskog
titranja te jednadzˇbom i grafom elongacije harmonijskog titranja. U dotadasˇnjem raz-
matranju titranja uzimali smo da titrajni sustav nema drugih oblika energije osim me-
hanicˇke, koja se pri titranju odrzˇava stalnom. U stvarnosti je situacija drugacˇija, ener-
gija titrajnog sustava nije ocˇuvana, vec´ se smanjuje prelaskom u druge oblike energije
poput toplinske energije opruge i okolnog zraka. Cilj je ucˇenicima priblizˇiti koncept
prigusˇenog titranja kako bi ga razumjeli i znali prepoznati na razlicˇitim primjerima. U
uvodnom dijelu sata zˇelimo prikazati koncept prigusˇenog titranja kroz svakodnevne
zˇivotne situacije i pojave kako bi ucˇenici dobili ideju o novoj pojavi koju c´emo proma-
trati. Pritom koristimo video materijale na temelju kojih prikupljamo ucˇenicˇke ideje
i dobivamo informaciju o njihovim prethodno stecˇenim znanjima o prigusˇenom titra-
nju. U srediˇsnjem dijelu sata je cilj istrazˇiti na koji nacˇin se mijenja amplituda titranja
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kod prigusˇenog titranja te izgled graficˇkog prikaza prigusˇenog titranja u odnosu na
do sada promatrano harmonijsko titranje. Istrazˇivanje navedenih pojava provodi se
frontalnim izvodenjem istrazˇivacˇkog pokusa na temelju kojeg ucˇenici iznose svoje
pretpostavke, opazˇanja te na kraju analiziraju rezultate i iznose vlastite zakljucˇke.
Na kraju sata koriˇstenjem konceptualnih kartica ucˇenici odgovaraju na konceptualna
pitanja viˇsestrukog izbora dizˇuc´i kartice. Nakon ponudenih odgovora ucˇenici o njima
diskutiraju sa susjedima nakon cˇega ponovo odgovaraju na isto pitanje. Ukoliko ras-
podjela nije dobra, poticˇemo razrednu raspravu s ucˇenicima kako bismo razjasnili
nedoumice i pomogli ucˇenicima da razumiju koncepte prigusˇenog titranja.
OBRAZOVNI ISHODI (OCˇEKIVANA UCˇENICˇKA POSTIGNUC´A)
• prepoznati prigusˇeno titranje
• objasniti uzroke prigusˇivanja
• graficˇki prikazati prigusˇeno titranje
• osmisliti pokus koji prikazuje prigusˇeno titranje
• odrediti omjer amplituda titranja kod prigusˇenog titranja
• usporediti jacˇinu gusˇenja u razlicˇiti sredstvima
ODGOJNI ISHODI
• posˇtivanje drugih
• izrazˇavanje vlastitog miˇsljenja
• uvazˇavanje tudeg miˇsljenja
TIJEK NASTAVNOG SATA
1. Uvodni dio: Uvodni dio sata sluzˇi za otvaranje problema prigusˇenog titranja.
Postavljanjem uvodnog problema poticˇem razrednu raspravu, ucˇenici razmje-
njuju ideje te se upoznaju s pojavama kojima c´emo se baviti.
UVODNI PROBLEM: Mijenja li se titranje utega ovjesˇenog na oprugu s vre-
menom?
Ovjesimo uteg na elasticˇnu oprugu koja visi na stalku i pustimo ga titrati.
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• Sˇto uocˇavate?
Ocˇekujem da c´e ucˇenici uocˇiti da je uteg ovjesˇen na oprugu nakon nekog
vremena prestao titrati.
• Sˇto se dogada s amplitudom titranja?
Prozivam jednog ucˇenika na plocˇu da oznacˇi kvacˇicama amplitude titranja
tako da ih zakvacˇi na stalak.
Sˇto uocˇavate?
Ocˇekujem da c´e ucˇenici uocˇiti da se amplituda titranja smanjuje tijekom
vremena.
• Sˇto mislite zasˇto dolazi do zaustavljanja utega?
Prikupljam ucˇenicˇke ideje kroz razrednu raspravu. Do sada smo govo-
rili kako titrajni sustav nema drugih oblika energije osim mehanicˇke, koja
prilikom titranja ostaje stalna. Medutim, u stvarnosti to nije tako, vec´ se
mehanicˇka energija smanjuje i prelazi u druge oblike energije.
Koji su to oblici energije?
Povlacˇim analogiju s konceptima koji su ucˇenicima vec´ poznati. Ako pus-
timo automobil na navijanje da se giba po klupi, on c´e se nakon nekog
vremena zaustaviti.
Zasˇto?
Razlog zaustavljanja automobila je unutarnje trenje u malim oprugama te
trenje izmedu kotacˇa i klupe.
Obzirom na to, sˇto bi mogao biti uzrok zaustavljanja utega na opruzi?
Ocˇekujem da c´e ucˇenici povezati promatrano titranje utega s prethodnim
primjerom te da c´e zakljucˇiti da je razlog trenje.
Gdje pronalazimo djelovanje sile trenja?
Sila trenja djeluje unutar opruge i u obliku otpora zraka. To je razlog sma-
njivanja amplitude titranja utega na opruzi i zaustavljanja utega nakon
nekog vremena. S obzirom na to, oblici energije u koje prelazi mehanicˇka
energija su toplina u opruzi i okolnom zraku.
• Kako bismo mogli nazvati takvo titranje?
S obzirom da dolazi do prigusˇivanja gibanja utega, ovakvo gibanje zovemo
prigusˇeno gibanje. Piˇsem naslov na plocˇu.
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2. Sredisˇnji dio: U srediˇsnjem dijelu sata konstruiramo model prigusˇenog i prisil-
nog titranja.
Ovjesimo uteg na elasticˇnu oprugu.
ISTRAZˇIVACˇKO PITANJE: Kako se mijenja amplituda titranja kod prigusˇenog
titranja ?
Elasticˇnu oprugu ovjesimo na stalak te na nju pricˇvrstimo prozirnu vakuumsku
vrec´icu u koju stavimo mobilni uredaj. Pomoc´u bakrene zˇice i metalne spajalice
objesimo uteg na vrec´icu.
• Sˇto mislite, kako c´e izgledati graficˇki prikaz prigusˇenog titranja?
Sˇto se dogada s amplitudom titranja tijekom gibanja?
S obzirom na smanjivanje amplitude titranja tijekom vremena, ucˇenici
razmiˇsljaju o graficˇkom prikazu navedenog gibanja. Trazˇim od ucˇenika da
napiˇsu u biljezˇnice svoje pretpostavke, tj. skiciraju kako misle da izgleda
graf prigusˇenog gibanja.
Na mobilnom uredaju pokrenemo aplikaciju Phyphox te u izborniku odaberemo
Acceleration (without g). Izvucˇemo uteg iz ravnotezˇnog polozˇaja i pustimo ga da
titra do zaustavljanja. Netom prije pusˇtanja utega pritisnemo start na aplikaciji
te nakon unaprijed odredene vremenske odgode zapocˇinje snimanje titranja.
Nakon zaustavljanja utega, na ekranu mobilnog uredaja dobivamo graficˇki pri-
kaz akceleracije u vremenu. Prikazujem dobiveni graf na plocˇi.
• Kakav graficˇki prikaz dobivamo? Slazˇe li se to s vasˇim pretpostav-
kama?
Raspravljam s ucˇenicima kako se na grafu ocˇituje smanjivanje amplitude.
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Zapisujem na plocˇu vrijeme koje je proteklo do zaustavljanja utega.
Crtam tablicu na plocˇu gdje prvi stupac sadrzˇi amplitude pojedinog titraja,
drugi stupac vrijednosti amplituda pojedinih titraja ocˇitane s grafa, a trec´i
stupac omjer amplituda dvaju uzastopnih titraja. Prozivam jednog ucˇenika
na plocˇu kako bi ocˇitao vrijednosti amplituda titranja i popuni drugi stu-
pac tablice. Prozivam josˇ jednog ucˇenika na plocˇu kako bi popunio zadnji
stupac tablice s omjerima amplituda uzastopnih titraja.
• Sˇto uocˇavate, sˇto se dogada s amplitudama svakog pojedinog titraja?
Odgovara li to vasˇim pretpostavkama?
Na temelju ocˇitanih vrijednosti zapisanih u tablici, ucˇenici mogu uocˇiti da
dolazi do smanjivanja vrijednosti amplituda titraja.
• Sˇto se dogada s omjerom amplituda uzastopnih titraja?
Na temelju ocˇitanih vrijednosti zapisanih u tablici, ucˇenici mogu uocˇiti da
omjer amplituda uzastopnih titraja ostaje stalan. Takav omjer naziva se
omjer prigusˇenja.
Ponovimo isti pokus samo sada uteg uronimo uteg u staklenu cˇasˇu s vodom.
Ponovo pokrenemo snimanje na mobilnoj aplikaciji i pustimo uteg da titra.
Nakon zaustavljanja utega, na ekranu mobilnog uredaja dobivamo graficˇki pri-
kaz akceleracije u vremenu. Prikazujem dobiveni graf na plocˇi.
• Kakav graficˇki prikaz dobivamo? Koliko vremena je bilo potrebno da
se uteg zaustavi u usporedbi s prvim slucˇajem titranja u zraku?
Ucˇenici na temelju prikazanog graficˇkog prikaza mogu uocˇiti razliku u od-
nosu na prethodni slucˇaj. Kod tiranja utega u vodi potrebno je manje vre-
mena da se uteg zaustavi sˇto znacˇi da je gusˇenje vec´e. To takoder mozˇemo
primijetiti u manjoj razvucˇenosti grafa u drugom slucˇaju.
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Ponovo crtam istu tablicu na plocˇu i prozivam dva ucˇenika kako bi ispunili drugi
i trec´i stupac tablice.
• Sˇto uocˇavate, sˇto se dogada s amplitudama svakog pojedinog titraja?
Odgovara li to vasˇim pretpostavkama?
Na temelju ocˇitanih vrijednosti zapisanih u tablici, ucˇenici mogu uocˇiti da
dolazi do smanjivanja vrijednosti amplituda titraja.
• Sˇto se dogada s omjerom amplituda uzastopnih titraja?
Na temelju ocˇitanih vrijednosti zapisanih u tablici, ucˇenici mogu uocˇiti da
omjer amplituda uzastopnih titraja ostaje stalan.
• Ovisi li omjer prigusˇenja o sredstvu u kojem tijelo titra?
Iz tablice ocˇitaih vrijednosti ucˇenici mogu uocˇiti da omjer prigusˇenja ovisi
o sredstvu u kojem tijelo titra. Ucˇenici zakljucˇuju da je u vodi jacˇe gusˇenje
nego u zraku.
Na kraju srediˇsnjem dijela sata ucˇenici mogu odgovoriti na istrazˇivacˇko pi-
tanje; svoje odgovore piˇsu u biljezˇnice, a kasnije ih zajedno komentiramo.
U prigusˇenim titranjima u prirodi i u tehnici, amplitude titranja se pos-
tupno smanjuju, a omjer prigusˇivanja je priblizˇno stalan. Takoder postoji
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i poseban slucˇaj kod kojeg je gusˇenje vrlo jako, tzv. kriticˇno gusˇenje, pa
se tijelo zaustavi vec´ kada prvi put dode do ravnotezˇnog polozˇaja. Takvo
gibanje viˇse nije periodicˇno jer tijelo nije napravilo nijedan potpuni titraj
pa ga nazivamo aperiodicˇnim gibanjem.
3. Zavrsˇni dio:
U zavrsˇnom dijelu sata provjeravam ucˇenicˇko razumijevanje koncepata prigusˇenog
titranja.
1. Koja se od navedenih velicˇina u prigusˇenom titranju mijenja?
A ) period
B ) amplituda
C ) frekvencija
S obzirom da smo promatrali promjenu amplitude u srediˇsnjem dijelu sata,
ocˇekujem da c´e ucˇenici prepoznati da je amplituda velicˇina koja se mijenja
prilikom prigusˇenog titranja.
Slika 4.1: Graficˇki prikazi prigusˇenog titranja [7].
2. Poredajte po velicˇini grafove (Slika 4.1) koji prikazuju prigusˇeno titranje
od najvec´eg do najmanjeg gusˇenja:
A ) A > B > C > D
B ) D > C > B > A
C ) D > C = B > A
D ) A = B = C = D
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Ocˇekujem da c´e ucˇenici uocˇiti kako graficˇki prikazi prikazuju prigusˇena titranja
cˇiji su koeficijenti gusˇenja razlicˇiti. Ako promotrimo broj prolazaka kroz rav-
notezˇni polozˇaj prilikom titranja, zakljucˇujemo da manji broj prolazaka kroz
ravnotezˇni polozˇaj znacˇi vec´e gusˇenje. S obzirom na to tocˇan odgovor je pod
B).
3. Koji od graficˇkih prikaza (Slika 4.1) prikazuje titranje bez gusˇenja?
A ) A
B ) B
C ) C
D ) D
S obzirom da smo tijekom sata viˇse puta spomenuli da se amplituda titranja ti-
jekom prigusˇenog titranja smanjuje, ocˇekujem da c´e ucˇenici uocˇiti kako samo u
primjeru A) amplituda ostaje stalan pa je to graficˇki prikaz titranja bez gusˇenja.
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5 Zakljucˇak
U ovom radu promatran je elektromehanicˇki sustav kojeg cˇini karbonska nanocjevcˇica
ucˇvrsˇc´ena izmedu nemagnetskog (S) i magnetskog vodljivog mikrokontakta (D) na
koje je doveden prednapon (∓Vb), pri cˇemu se nanocjevcˇica nalazi u magnetskom
polju okomitom na nju i promatramo ju kao kvantnu tocˇku unutar rezˇima kulon-
ske blokade. Pokazalo se da magnetomotorno vezanje izmedu elektricˇne struje kroz
karbonsku nanocjevcˇicu i njenih mehanicˇkih vibracija mozˇe rezultirati elektrome-
hanicˇkom nestabilnosˇc´u i samoekscitiranim oscilacijama [4]. Cilj ovog diplomskog
rada bio je dati klasicˇni teorijski opis elektromehanicˇke nestabilnosti u navedenom
nanoelektromehanicˇkom sustavu u podrucˇju dozvoljenih fizikalnih parametara. Pri-
tom je elektromehanicˇka nestabilnost odredena nastankom samoekscitiranih oscila-
cija mehanicˇkih i elektricˇnih obzervabli koje uocˇavamo kao gubitak stabilnosti staci-
onarne fiksne tocˇke i nastanak granicˇnog kola u faznom prostoru oscilatora.
Promatranjem podrucˇja nestabilnosti odredili smo amplitudu titranja promatranog
sustava, odnosno radijus granicˇnog kola koje modelira sustave koji zbog svoje kons-
trukcije padaju u rezˇim spontano ekscitiranih oscilacija. Ponasˇanje funkcije Φ(A),
pomoc´u koje je odredena amplituda, prikazano je na slici 3.3. Numericˇkom anali-
zom pokazalo se da stacionarne oscilacije nanocjevcˇice u rastuc´em vanjskom mag-
netskom polju mogu biti odredene ili kontinuiranim rastom stacionarne amplitude
od nule, ili, s druge strane, skokom na konacˇnu vrijednost amplitude. S obzirom
na to razlikujemo tzv. soft excitation i hard excitation. U prvom slucˇaju pocˇetak os-
cilacija nanocjevcˇice je gladak unutar podrucˇja negativne diferencijalne otpornosti,
a za zadovoljeni uvjet (3.38) stanje mirovanja nanocjevcˇice je nestabilno te se s ob-
zirom na to stacionarne oscilacije pojavljuju spontano. S druge strane, u drugom
slucˇaju nestabilnost se ocˇituje na drugacˇiji nacˇin te je takoder prikazan na slici kroz
fazni dijagram promatranog nanoelektromehanicˇkog sustava. Imamo dvije bifurka-
cijske tocˇke B(1)C (Vb) i B
(2)
C (Vb) u kojima krivulja Φ(A,B) doticˇe A - os odozgo i za
koje vrijedi da je B(2)C (Vb) > B
(1)
C (Vb), gdje je β(B
(2)
C (Vb)) = 0. Sve dok vrijedi da
je B < B(1)C (Vb), stanje mirovanja nanocjevcˇice smatra se stabilnim stanjem. No, za
slucˇaj kada je B(1)C (Vb) < B < B
(2)
C (Vb), stanje mirovanja jednako kao i stanje titra-
nja nanocjevcˇice konacˇnom amplitudom smatra se stabilnim stanjem. To znacˇi da
je za navedene uvjete sustav bistabilan, odnosno ima dva stabilna stanja. Postoja-
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nje podrucˇja na kojem su magnetsko polje i prednapon takvi da je sustav bistabilan,
u odnosu na amplitude titranja, dovodi do histereze. Pocˇetak nestabilnosti sustava
odreden je predznakom koeficijenta c1 u izrazu za amplitudu. Prvi cˇlan izraza (3.75)
odnosi se na mehanicˇko gusˇenje sustava, dok je uvjet nestabilnosti sustava sadrzˇan
u drugom cˇlanu istog izraza. Ukoliko vrijedi da je cˇlan Ω2 − 2(γ↑ − γ↓ + γ↑γ↓) > 0,
onda kazˇemo da je zadovoljen minimalni uvjet nestabilnosti sustava sˇto je osjencˇano
na slici 3.5. Pokazano je da ako se nalazimo u podrucˇju negativne diferencijalne vod-
ljivosti, drugi cˇlan u izrazu (3.75) je uvijek pozitivan, cˇak i u granici Ω = 0, dok je u
podrucˇju pozitivne diferencijalne vodljivosti potrebna konacˇna relativna mehanicˇka
frekvencija Ω da bismo mogli govoriti o nestabilnosti. Tada mozˇemo zakljucˇiti da
se povec´anjem navedene mehanicˇke frekvencije moguc´e nestabilno podrucˇje sˇiri od
podrucˇja s negativnom diferencijalnom vodljivosˇc´u i na podrucˇje s pozitivnom dife-
rencijalnom vodljivosˇc´u.
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